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Re´sume´
On conside`reM une varie´te´ diffe´rentielle, A une alge`bre locale,MA
la varie´te´ des points proches de M d’espe`ce A. On utilise la structure
de C∞(MA, A)-module sur l’ensemble X(MA) des champs de vecteurs
sur MA pour donner l’e´quivalence du paralle´lisme de MA en termes
de A-varie´te´s.
Summary : Let M be a smooth manifold, A a local algebra, MA
the manifold of near points on M of kind A. We use the structure of
C∞(MA, A)-module on the set X(MA) of vector fields on MA for to
give the equivalence of parallelism of the A-manifold MA.
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1 Introduction
Une alge`bre locale (au sens de Weil) est une alge`bre re´elle commutative
unitaire de dimension finie ayant un ide´al maximal unique de codimension
1 sur R.
Soit A une alge`bre locale et soit m son unique ide´al maximal. On a
A = R⊕m.
La premie`re projection
A = R⊕m −→ R
est un homomorphisme d’alge`bres qui est surjectif, appele´ augmention et
l’unique entier naturel k ∈ N tel que mk 6= (0) et mk+1 = (0) est la hauteur
de A.
Comme exemples d’alge`bres locales, on a :
1
Exemples 1 1- R = R⊕ (0) est une alge`bre locale de hauteur 0.
2- L’alge`bre des nombres duaux, D = R [T ] /(T 2), est une alge`bre locale de
hauteur 1.
3- A = R [T ] /(T 3) est une alge`bre locale de hauteur 2. Plus ge´ne´ralement,
l’alge`bre des polynoˆmes tronque´e
A = R [X1, ...,Xn] /(X1, ...,Xn)
k+1
est une alge`bre locale de hauteur k.
4- Si A est une alge`bre locale d’ide´al maximal mA de hauteur h et si B est
une alge`bre locale d’ide´al maximal mB de hauteur l, alors le produit
tensoriel A⊗B est une alge`bre locale d’ide´al maximal mA⊗B = mA ⊗
B+A⊗mB et de hauteur h+ l. Ainsi, D⊗ D =R [T1, T2] /(T
2
1 , T
2
2 ) est
une alge`bre locale de hauteur 2.
Remarque 2 Le produit tensoriel de deux alge`bres de polynoˆmes tronque´es
n’est pas une alge`bre de polynoˆmes tronque´e. Ce qui est le cas pour D⊗ D.
5- Si M est une varie´te´ diffe´rentielle de dimension n, l’espace, Jkx (M,R),
des jets en x ∈ M d’ordre k des applications diffe´rentiables de classe
C∞ de´finies au voisinage de x a` valeurs dans R, est une alge`bre locale
de de dimension ∁kn+k et de hauteur k.
SiM est une varie´te´ diffe´rentielle, C∞(M) l’alge`bre des fonctions nume´riques
sur M et A une alge`bre locale, un point proche de x ∈M d’espe`ce A est un
homomorphisme d’alge`bres
ξ : C∞(M) −→ A
tel que [ξ(f)− f(x)] ∈ m pour tout f ∈ C∞(M).
On note MAx l’ensemble des points proches de x d’espe`ce A et
MA =
⋃
x∈M
MAx .
L’ensembleMA est une varie´te´ diffe´rentielle de dimension dimM ·dimA.
Exemples 3 1- MR =M .
2
2- Pour toute varie´te´ diffe´rentielle M , l’application
TM −→ HomA lg(C
∞(M),D), v 7−→ ξv,
de´finie par
ξv(f) = f(p) + v(f)ε
si v ∈ TpM , identifie TM = J
1
0 (R,M) a` M
D. On ve´rifie que v est un
vecteur tangent en p a` la varie´te´ M si et seulement si ξv est un point
proche de p d’espe`ce D.
3- Si A = R[X]/(X3),MA = J20 (R,M). Plus ge´ne´ralement, si A est l’alge`bre
des polynoˆmes tronque´s
R[X1, ...,Xs](X1, ...,Xs)
k+1,
alors MA = Jk0 (R
s,M) est l’ensemble des jets en 0 d’ordre k des
applications diffe´rentiables de Rs dans M .
4- L’application ξ 7−→ ξ(idR) identifie R
A a` A.
5- Si V est un espace vectoriel re´el de dimension finie, si (ei)i=1,...,r est une
base de V et si (e∗i )i=1,...,r est la base duale de la base (ei)i=1,...,r, alors
V A −→ V ⊗A, ξ 7−→
r∑
i=1
ei ⊗ ξ(e
∗
i )
est un isomorphisme canonique de A-modules.
Lorsque M et N sont deux varie´te´s diffe´rentiables et lorsque
h :M −→ N
est une application diffe´rentiable de classe C∞, alors l’application
hA :MA −→ NA, ξ 7−→ hA(ξ),
telle que, pour tout g ∈ C∞(N),[
hA(ξ)
]
(g) = ξ(g ◦ h)
est diffe´rentiable de classe C∞. Lorsque h est un diffe´omorphisme, il en est
de meˆme de hA.
De plus, si ϕ : A −→ B est un homomorphisme d’alge`bres locales, pour
toute varie´te´ diffe´rentielle M , l’application
ϕM :M
A −→MB , ξ 7−→ ϕ ◦ ξ
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est diffe´rentiable. En particulier, l’augmention
A −→ R
de´finit pour toute varie´te´ M , la projection
MA −→M,
qui a un point proche de x ∈M , associe son origine x.
2 Paralle´lisme de la varie´te´ des points proches
Dans tout ce qui suitM de´signe une varie´te´ diffe´rentielle de dimension n,
A une alge`bre locale au sens de Weil, d’e´le´ment unite´ 1A, C
∞(M) l’alge`bre
des fonctions nume´riques de classe C∞ surM , X(M) le C∞(M)-module des
champs de vecteurs sur M , TM le fibre´ tangent a` M et
piM : TM −→M
la projection canonique.
Si (U,ϕ) est une carte locale deM de fonctions coordonne´es (x1, x2, ..., xn),
l’application,
UA −→ An, ξ 7−→ (ξ(x1), ξ(x2), ..., ξ(xn)),
est une bijection de UA sur un ouvert de An. La varie´te´ MA est une varie´te´
modele´e sur An, c’est-a`-dire une A-varie´te´ de dimension n.
L’ensemble, C∞(MA, A), des fonctions de classe C∞ sur MA a` valeurs
dans A, est une A-alge`bre commutative unitaire. En identifiant RA a` A,
pour f ∈ C∞(M), l’application
fA :MA −→ A, ξ 7−→ ξ(f),
est de classe C∞. De plus l’application
C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ fA,
est un homomorphisme injectif d’alge`bres et on a :
(f + g)A = fA + gA
(λ · f)A = λ · fA
(f · g)A = fA · gA
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avec λ ∈ R, f et g appartenant a` C∞(M).
Lorsque (aα)α=1,2,...,dim(A) est une base de A et lorsque (a
∗
α)α=1,2,...,dim(A)
est la base duale de la base (aα)α=1,2,...,dim(A), l’application
σ : C∞(MA, A) −→ A⊗ C∞(MA), ϕ 7−→
dim(A)∑
α=1
aα ⊗ (a
∗
α ◦ ϕ),
est un isomorphisme de A-alge`bres. Cet isomorphisme ne de´pend pas de la
base choisie et l’application
γ : C∞(M) −→ A⊗ C∞(MA), f 7−→ σ(fA),
est un morphisme d’alge`bres.
On note X(MA), l’ensemble des champs de vecteurs sur MA. Les asser-
tions suivantes sont alors e´quivalentes [1] :
1. X : C∞(MA) −→ C∞(MA) est un champ de vecteurs sur MA ;
2. X : C∞(M) −→ C∞(MA, A) est une application line´aire ve´rifiant
X(fg) = X(f) · gA + fA ·X(g)
pour tous f et g dans C∞(M).
Ainsi, lorsque
θ : C∞(M) −→ C∞(M)
est un champ de vecteurs sur M , alors l’application
θA : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ [θ(f)]A ,
est un champ de vecteurs sur MA : le champ de vecteurs θA est le prolon-
gement a` MA du champ de vecteurs θ sur M .
LorsqueX est un champ de vecteurs surMA, conside´re´ comme de´rivation
de C∞(M) dans C∞(MA, A), alors il existe une de´rivation et une seule [1],
X˜ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)
telle que :
1. X˜ est A-line´aire ;
2. X˜
[
C∞(MA)
]
⊂ C∞(MA) ;
3. X˜(fA) = X(f) pour tout f ∈ C∞(M).
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L’ensemble X(MA) des champs de vecteurs sur MA est dans ces condi-
tions, un C∞(MA, A)-module et une alge`bre de Lie sur A [1].
The´ore`me 4 (de Weil) Si M est une varie´te´ diffe´rentielle et si A et B sont
deux alge`bres locales, alors l’application
(MA)B −→MA⊗B , η 7−→ (idA ⊗ η) ◦ γ
est un isomorphisme de varie´te´s diffe´rentielles.
En particulier, on a un isomorphisme entre TMA et (TM)A.
Pour x ∈M , TxM de´signe l’espace tangent en x a` M .
On rappelle que la varie´te´ M est paralle´lisable si son fibre´ tangent TM
est trivial c’est-a`-dire s’il existe un diffe´omorphisme
σ : TM −→M × Rn
tel que le diagramme suivant
TM
σ
−→ M ×Rn
ց
piM
↓ pr1
M
commute et que, pour tout x ∈M la restriction
σ|TxM : TxM −→ {x} × R
n
soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Lorsque (U,ϕ) est une carte locale de la varie´te´ M de fonctions coor-
donne´es (x1, x2, ..., xn), l’application
ψ : TUA −→ UA ×An,
n∑
i=1
λi ·
(
∂
∂xi
)A
|ξ 7−→ (ξ, λ1, ..., λn)
est un diffe´omorphisme de A-varie´te´s ve´rifiant pr1 ◦ ψ = piMA . Ainsi le
paralle´lisme local de la varie´te´ MA s’exprime en termes d’existence d’un
diffe´omorphisme de A-varie´te´s dont la restriction en chaque espace tangent
est un isomorphisme de A-modules.
Le but de ce travail est de donner l’e´quivalence du paralle´lisme deMA en
termes de A-varie´te´s. On rappelle que lorsque M est une varie´te´, l’alge`bre
de base de M est C∞(M). Comme X(MA) est un C∞(MA, A)-module,
conside´re´ comme l’ensemble des de´rivations de C∞(M) dans C∞(MA, A),
et est une alge`bre de Lie sur A, et commeMA est une A-varie´te´, ceci signifie
que l’alge`bre de base de la varie´te´ MA est C∞(MA, A) et non C∞(MA).
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Proposition 5 La varie´te´ MA est paralle´lisable si et seulement s’il existe
un diffe´omorphisme de A-varie´te´s
H : TMA −→MA ×An
tel que le diagramme suivant
TMA
H
−→ MA ×An
ց
pi
MA
↓ pr1
MA
commute et que pour tout ξ ∈MA, la restriction
H|TξM
A : TξM
A −→ {ξ} ×An
soit un isomorphisme de A-modules.
De´monstration: / =⇒ Comme la varie´te´ est paralle´lisable, il existe un
diffe´omorphisme
TMA
σ
−→ MA × Rn·dimA
tel que
TMA
σ
−→ MA × Rn·dimA
ց
pi
MA
↓ pr1
MA
commute c’est-a`-dire pr1 ◦σ = piMA , et que pour tout ξ ∈M
A, la restriction
σ|TξMA : TξM
A −→ {ξ} × Rn·dimA
soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Soit
h : An −→ Rn·dimA
un isomorphisme d’espaces vectoriels. Par transport de structure, on munit
R
n·dimA de la structure de A-module de´finie sur An. Ainsi h devient un
isomorphisme de A-modules. De la meˆme fac¸on
σ|TξMA : TξM
A −→ {ξ} × Rn·dimA
devient un isomorphisme de A-modules. En posant H = (idMA × h
−1) ◦ σ,
pour tout ξ ∈MA, on de´duit que la restriction
H|TξMA : TξM
A −→ {ξ} ×An
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est un isomorphisme de A-modules.
La diffe´rentiabilite´ de σ s’effectuant sur des ouverts de R2n·dimA, il en est
de meˆme pour H : ainsi la diffe´rentiabilite´ de H s’effectue sur des ouverts
de An.
⇐= / La condition suffisante est e´vidente.
La description du paralle´lisme de MA est la suivante :
The´ore`me 6 Si M est une varie´te´ diffe´rentielle de dimension n et si MA
est la varie´te´ des points proches de M d’espe`ce A, alors les assertions sui-
vantes sont e´quivalentes :
1. La varie´te´ MA est paralle´lisable ;
2. Il existe n-champs de vecteurs X1, ...,Xn sur M
A tels qu’en chaque
point ξ ∈ MA, les vecteurs X1(ξ), ...,Xn(ξ) forment une base de
TξM
A ;
3. Le C∞(MA, A)-module, X(MA), des champs de vecteurs sur MA est
un C∞(MA, A)-module libre de rang n.
De´monstration: Montrons 1/⇐⇒ 2/
1/ =⇒ 2/ Comme la varie´te´ MA est paralle´lisable, alors il existe un
diffe´omorphisme de A-varie´te´s
H : TMA −→MA ×An
tel que le diagramme suivant
TMA
H
−→ MA ×An
ց
pi
MA
↓ pr1
MA
commute et que pour tout ξ ∈MA, la restriction
H|TξMA : TξM
A −→ {ξ} ×An
soit un isomorphisme de A-modules.
Pour tout i = 1, 2, ..., n, soit ai = (0, 0, ..., 1A , 0, ..., 0) ou` 1A est a` la i-e`me
place. Evidemment (a1, a2, ..., an) est une base du A-module A
n. Pour tout
i = 1, 2, ..., n, les applications
σi :M
A −→ MA ×An, ξ 7−→ (ξ, ai)
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et
Xi = H
−1 ◦ σi :M
A −→ TMA
sont diffe´rentiables. De plus
Xi :M
A −→ TMA
est une section du fibre´ tangent puisque, pour ξ ∈MA on a
(piMA ◦Xi)(ξ) = (pr1 ◦H)
[
(H−1 ◦ σi)(ξ)
]
= (pr1 ◦H)
[
H−1(ξ, ai)
]
= pr1(ξ, ai)
= ξ.
Ainsi
piMA ◦Xi = idMA .
On conlut que Xi est un champ de vecteurs sur M
A.
Pour tout ξ ∈ MA, comme (ξ, ai)i=1,2,...,n est une base du A-module
{ξ} × An, alors
[
H−1(ξ, ai)
]
i=1,2,...,n
est une base du A-module TξM
A. On
conclut que les vecteurs X1(ξ), ...,Xn(ξ) forment une base du A-module
TξM
A.
2/ =⇒ 1/ On suppose qu’il existe n champs de vecteurs X1, ...,Xn sur
MA tels qu’en chaque point ξ ∈ MA, (X1(ξ), ...,Xn(ξ)) soit une base de
TξM
A.
L’application
ϕ :MA ×An −→ TMA, (ξ, λ1, ..., λn) 7−→
n∑
i=1
λi ·Xi(ξ)
est un diffe´omorphisme de A-varie´te´s et
ϕ|{ξ}×An : {ξ} ×A
n −→ TξM
A, (ξ, λ1, ..., λn) 7−→
n∑
i=1
λiXi(ξ)
est un isomorphisme de A-modules et sa reciproque
ϕ−1 : TMA −→MA ×An,
n∑
i=1
λiXi(ξ) 7−→ (ξ, λ1, ..., λn)
est telle que
pr1 ◦ ϕ
−1 = pr1 ◦H = piMA .
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On conclut alors que la varie´te´ MA est paralle´lisable.
Montrons 2/⇐⇒ 3/
2/ =⇒ 3/ On suppose qu’il existe n-champs de vecteurs X1, ...,Xn sur
MA tels qu’en chaque point ξ ∈ MA, (X1(ξ), ...,Xn(ξ)) soit une base de
TξM
A.
Les champs de vecteurs X1, ...,Xn sont line´airement inde´pendants. En
effet, si g1, ..., gn ∈ C
∞(MA, A) sont telles que
n∑
i=1
gi ·Xi = 0,
alors pour tout ξ ∈MA, on a
n∑
i=1
gi(ξ) ·Xi(ξ) = 0.
Comme (X1(ξ), ...,Xn(ξ)) est une base de TξM
A, ainsi gi(ξ) = 0 pour tout
i = 1, 2, ..., n. Comme ξ est quelconque, on conlut que gi = 0 pour tout
i = 1, 2, ..., n.
La famille X1, ...,Xn engendre X(M
A), en effet, si Y ∈ X(MA) et ξ ∈
MA, on a :
Y (ξ) =
n∑
i=1
λi ·Xi(ξ)
avec les λi ∈ A.
L’application
MA
Y
−→ TMA
H
−→MA ×An
pr2
−→ An
pri
−→ A, ξ 7−→ λi,
est diffe´rentiable. En posant fi = pri ◦ pr2 ◦H ◦ Y , on a fi(ξ) = λi et
Y (ξ) =
n∑
i=1
fi(ξ) ·Xi(ξ)
=
(
n∑
i=1
fi ·Xi
)
(ξ).
Comme ξ est quelconque, alors
Y =
n∑
i=1
fi ·Xi
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Ainsi X1, ...,Xn une base du C
∞(MA, A)-module X(MA). On conlut que
X(MA) est un C∞(MA, A)-module libre de rang n.
3/ =⇒ 2/ On suppose que X(MA) est un C∞(MA, A)-module libre de
rang n. Soit (X1, ...,Xn) une base du C
∞(MA, A)-module X(MA).
Si α1(ξ), ..., αn(ξ) sont des e´le´ments de A tels que
n∑
i=1
αi(ξ) ·Xi (ξ) = 0
pour tout ξ ∈MA, pour tout i = 1, 2, ..., n, soit
fi :M
A −→ A, ξ 7−→ αi(ξ).
Pour η ∈MA, il existe Y ∈ X(MA) tel que Y (η) =
n∑
i=1
fi(η) ·Xi (η). Comme
Y est diffe´rentiable au voisinage de η, il en est de meˆme de fi au voisinage de
η. Comme η est quelconque, on de´duit que les fi sont diffe´rentiables. Ainsi,
on a
0 =
n∑
i=1
αi(ξ) ·Xi (ξ)
=
n∑
i=1
fi(ξ) ·Xi (ξ)
=
(
n∑
i=1
fi ·Xi
)
(ξ)
pour tout ξ ∈ MA. Comme les champs de vecteurs X1, ...,Xn forment une
base du C∞(MA, A) module X(MA), alors
f1 = ... = fn = 0.
C’est-a`-dire que pour tout ξ ∈MA, les αi(ξ) = 0. On conclut que la famille
(X1(ξ), ...,Xn(ξ)) est libre pour tout ξ ∈M
A.
De´monstration: De plus, pour v ∈ TξM
A, il existe un champ de vec-
teurs Y ∈ X(MA) telle que Y (ξ) = v. Puisque
Y =
n∑
i=1
fi ·Xi
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ou` chaque fi ∈ C
∞(MA, A), alors,
v =
n∑
i=1
fi(ξ) ·Xi(ξ).
Ainsi, la famille (X1(ξ), ...,Xn(ξ)) engendre le A-module TξM
A.
On conclut alors qu’en chaque point ξ ∈MA, les vecteursX1(ξ), ...,Xn(ξ)
forment une base du A-module TξM
A.
Corollaire 7 Si M est une varie´te´ paralle´lisable, alors la varie´te´ des points
proches MA est paralle´lisable.
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